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1. Introduccion

Si I(x,y,t) = k es una linea de nivel que une los puntos de igual intesidad luminica en una
imagen en niveles de grises, me interesa establecer y explicar el por qué de las igualdades:

VI
Ol = O¢gel = ||VI||curv(l) = |VI div<>
(1= 0T = V1] eurv(d) = 1] div (15

donde curv(I) es la curvatura de la curva I(x,y,t) = k.

2. Evolucion de las curvas

2.1. Nociones basicas de Geometria diferencial

El concepto intuitivo de curva podria considerarse, como subconjuntos unidimensionales
de R™ (n = 2,3). Una manera natural de definir estos subconjuntos es mediante el calculo
diferencial. A partir de ahora se dird que una funcién real de variable real es diferenciable si
es C* en cada uno de sus puntos. Asi pues, una definiciéon aceptable de curva, para desarrollar
los objetivos propuestos, seria:

Definicion: Se llama curva parametrizada diferenciable a toda aplicacion:
C: (a,b))cR — R”
p —  C(p)
diferenciable con n =2 ¢ 3. |

A la primera derivada de la funcién C en el punto p:

e

C/(P) = %

que es un vector tangente a la curva C en p se le denomina vector velocidad. Sin embargo al
vector velocidad normalizado recibe el nombre de vector tangente y se representa mediante:

C'(p)

o) = )
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Definicion: Se dice que una curva parametrizada diferenciable C es regular si

e
dp
]

A partir de ahora, todas las curvas que se consideren seran regulares mientras no se diga lo
contrario.

Es importante sefialar, que es posible, encontrar una nueva parametrizacion de la curva pa-
rametrizada por C tal que la derivada nos dé automaticamente el vector tangente. Esta nueva
parametrizacién recibe el nombre de parametrizacion por longitud de arco. Esto es, utili-
zando la misma letra para identificar tanto a la parametrizacién inicial como a la parametrizacion
por longitud de arco se tendria:

O(s) = 57 = t(s)
ds
La parametrizacion longitud de arco siempre se puede obtener a partir de una parametrizacion
cualquiera de la curva, mediante la relacion:

WFAWwwwzw@zgzmmr

De ahora en adelante, siempre que se considere una parametrizaciéon con parametro se su-
pondra que es la parametrizacion por longitud de arco, mientras no se diga lo contrario.

Se trata de medir ahora la variacién del vector tangente a lo largo de la trayectoria C. Para
ello se considera la derivada de t(s), esto es:

dt(s)
ds

= t/(s)

Es inmediato percatarse que este vector es perpendicular al vector tangente. La razén se basa
en que:
t(s)-t(s) =1 = 2t'(s) - t(s) =0
Asi pues, se escribira:
dt(s) _
=t(s) = k(s)n(s
2 = ¢(s) = wls)ns)
al vector n(s) se le denomina normal principal o euclidea. Segin esta definicién, los vectores
t’ y n tienen la misma direccién y sentido. A la expresién

r(s) = [1t'(s)]

se le llama curvatura euclidea. De esta forma la curvatura mide cémo de répido (velocidad)
la curva tiende a salirse (doblarse) de la recta tangente que pasa por s en un entorno de s. Hay
autores (ver [?]) que a la derivada del vector tangente le denominan vector curvatura:

K(s) = df:lf) =t/(s) = r(s)n(s)

Este vector siempre apunta hacia el sentido interior (de la regién donde se dobla) a la curva,
esto es, hacia la parte concava. El plano que determinan el vector tangente y la normal recibe
el nombre de plano osculador.
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Es interesante resaltar que cuando se tratan de curvas planas, tiene sentido definir el concepto
de curvatura con signo. En efecto, sea {i,j} la base natural de R?, entonces se define el vector
normal n(s) de forma que la base {t,n} tenga la misma orientacién que la base {i,j}. Para
ello, dado:

t(s) = (t1(s), t2(s)) (1)
se toma n(s) de la forma:
n(s) = (—t2(s), t1(s)) (2)
ya que:
i j k
£1(s) tgis) 0 _tl(s) ta(s)
—tQ(S) t (S) 0 tQ(S) tl(s)

Se define entonces la curvatura con signo al valor:
t'(s) = ro(s) n(s)

que puede ser negativa o positiva. Esto implica que n ya no tiene por qué tener el mismo sentido
que t'. Es claro que:

ke = (5) Kk = k

k(s) = |ro(s)]

Una manera rapida de saber si la curvatura con signo es positiva o negativa, es que un caminante
se desplace por la curva en sentido que marque el vector tangente t. Entonces todos los dobleces
de la curva que queden a la derecha del caminante (concavidades) tendra signo negativo y todos
los que queden a su izquierda (converidades) tendra signo positivo.

Resulta que los conceptos definidos de vector tangente, normal, curvatura con o sin signo
no dependen de la situacion de la curva sobre el plano. Diremos que son invariantes frente a
movimientos o transformaciones afines. Para nosotros un mowvimiento serd una traslacion y
una rotacion directa, esto es una transformacion de la forma:

Y=V+RX=MX

donde V' es una traslacién y R es una matriz 2 x 2 con determinante positivo, que representa
una rotacién. En estas circunstancias se puede establecer el siguiente resultado:

Teorema 1 (Teorema fundamental de curvas en el plano) 1. Sea ko(s) una funcion
real diferenciable entonces existe una curva x = C(s) parametrizada por la longitud de
arco, cuya curvatura con signo es Ko(s).

2. Siy = D(s) es una curva parametrizada por longitud de arco con una curvatura con signo
ko(s) entonces exite un movimiento o transformacion afin tal que D(s) = MC(s).

La demostracion del teorema se puede consultar en [?].

Es posible establecer una expresién para la curvatura cuando la parametrizacién de la curva
es cualquiera y no necesariamente la parametrizacion por longitud de arco. En efecto, puede
probarse que (ver [?, ?], por ejemplo):

Gy A Gl
= G, P 3)

mientras que en el caso de curvas planas, la curvatura con signo vendria dada por:

_CoANCpp  Tp - Ypp — Yp " Tpp
ko = 3 2 1 ,2\3/2 (4)
”CPH (xp +yp)
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2.2. Teoria de evolucion de curvas planas

La teoria sobre la evolucion de las curvas planasﬂ yva ha sido tratada en distintas ocasio-
nes (ver [?, 7] y las referencias alli mencionadas, [?]). Una de las mds importantes se aplica
en diferente campos como: el crecimiento de cristales, propagacion del fuego y visién artificial,
estableciendo que la curva tiende a deformarse en direccién a la normal euclidea con una velo-
cidad funcion de la curvatura euclidea (ver [?7, 7] y las referencias alli mencionadas). Para ello
se considera una curva cerrada simple diferenciable o curva de Jordan diferenciable. Esto
es

C: [a,b)] — R?
p — Clp)=(z(p),yp)

Se supone que con esta parametrizacién al recorrer la curva, el interior queda a la izquierda.
Ademas se anade la condicién de que la aplicacion tenga las derivadas necesarias (por lo menos
hasta el orden 2) y

C(a) = C(b) e inyectiva en [a, b)

Dicho de otra forma que la curva sea difeomorfa a S'. Es por ello que muchas veces se escribe
de la forma:
C: St — R?
p — Cp)=(x(p)ybD)

Puesto que se trata de estudiar como evoluciona la curva plana a través del tiempo es necesario
que dependa de una nueva variable que modelice el paso del tiempo. Esta situacion, se representa
de la forma:
C: Stx[0,7) — R?
(p;t) —  Clp,t) = (z(p,1),y(p, 1))

Un planteamiento razonable es que esta familia de curvas planas, que se obtienen variando el
parametro ¢, evolucione de la forma:

C(p,0) =~(p) (5b)

donde kg y n son la curvatura con signo y la normal euclideas respectivamente de C y F
una funcion de la curvatura. Esta ecuacién de deformacién evolutiva de una curva ya ha sido
estudiada, como ya se ha comentado al comienzo de la seccién (ver [?, ?] y las referencias
alli mencionadas) en relacién con diversos problemas: crecimiento de cristales, propagacién de
llamas y vision artificial. El planteamiento mas elemental de la ecuacién es cuando F es la
funcién identidad.

La ecuacién es bésica para nuestro objetivo. Resulta que para las curvas planas, en
Geometria diferencial se puede definir el concepto de curvatura con signo, tal y como se
comenté anteriormente (ver . Con el signo de esta curvatura se puede deducir si la curva es
concava o convexa esto es, si queda por encima o por debajo de la recta tangente o bien si el
par {t,n} tiene la misma orientacién que {i,j}. Si suponemos una curva plana (con derivadas
continuas) con un punto de inflexién, resultara que los vectores k(s) = % con s € V, tendran
diferente sentidos a cada lado de este punto de inflexién.

Con esta idea de distiguir la concavidad o convexidad de la curva, se recurre a conceptos
propios de la Geometria afin (ver [?]). En efecto, ya se ha comentado (ver que si C(p) es
una parametrizaciéon cualquiera de la curva, entonces el vector C, es un vector tangente a la

'En el sentido de cémo tienden a deformarse con el paso del tiempo.
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curva en C(p). Por otra parte, el vector C,, no tiene por qué ser ortogonal al vector C, ya
que la parametrizaciéon no es por longitud de arco. Sin embargo, C,, siempre esta situado en la
parte interior a la curva. Esto nos permite considerar el drea del paralelogramo generado por
los vectores {C,, Cpp}.

Por [C, D] se considera el determinante formado por los dos vectores, donde la primer co-
lumna son las componentes del vector C y la segunda columna los del vector D. Es decir:

si este valor es positivo, entonces ambos vectores estan positivamente orientados y si es negativo
no.

Con esta idea se define una parametrizacion de la curva, tal que el area del paralelogramo
formado por la velocidad y la aceleracion sea uno. Esto es:

Si C(p) = (z(p),y(p)) = C(u(p)) = (z(u(p)),y(u(p))) entonces:

du
dp

Tpp = T d7u 2+xd2—u
pp — Luu dp udp2

(Cp, Cppl = TpYpp — TppYp =

e (e (8-

(&) e (5

9(p) = [Cp7 Cpp] 1/3

donde el valor de g sera positivo o negativo segun la convexidad o concavidad de la curva. Se
define el pardametro longitud de arco afin:

ajp:xu.

con lo cual:

Se obtiene la métrica afin:

) = | " g(r)dr

Con este parametro u se define entonces el vector tangente afin C,, el vector normal afin
Cuu v la curvatura afin

Es inmediato que:
) = 9(p) = 2 (7)
u\p)=49\p)= dp

y por la Regla de la cadena se obtiene:

dp
Cu=Cp (8)
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dp\? d*p
Cuu = Cpp (du) + CPW (9)
Segun se ha visto la evolucién de una curva (en la geometria euclidea) vendria dada de la forma:
dC
dt = K’(S) = HO(S)H(S) = Css

Esto motiva que en geometria afin se establezca una ecuacion de evolucion andloga de la forma:

dC

) = Cuu
dt

Ahora se trata de expresar en vector afin normal C,, en funcién de los equivalentes euclideos:
tangente, normal, etc. para ello se utiliza la ecuacién @ Si en lugar del parametro p se considera
el pardmetro longitud de arco euclideo, seria:

Cun =€) (2) 40 5 = o) () st 2 = roopmi) (2) 4000

Ademas, puesto que:
9(s) = [Cs, Css]/? = [t, won] /3 = ky/*(5)[t, m] = ry/*(s)

Ademas teniendo en cuenta que:
ds 1

du 1)

d?s d (ds d (ds ds 1 _4/3( ) _1/3< )

R (st [N (sl [ ——— Ko)sk s

du? ~ du\du)  ds \du) du 370 V070
De esta forma, la ecuacién de los vectores tangente y normal afin en funcién de los vectores
normal y tangente euclideos serian:

entonces:

ds

Cu=Cy = 1t(s) kg (10)
s\ 2 25 KQ)s
Cuu = K(3) (i) + t(s)% = ko(s)3n(s) — ;( 50/)3 -t(s) (11)
Ko

Se sabe que en el caso euclideo, la curvatura x es constante en los arcos circulares y en las
rectas. Para el resto de las curvas en cada punto x de la curva se puede definir la circunferencia
osculatriz cuyo radio viene dado por % y su centro estd situado en la direccién de n.

En el caso afin, las cénicas: pardbola, elipse y la hipérbola, son las tnicas curvas con cur-
vatura afin constante (=0, p > 0y p < 0 respectivamente). De hecho la elipse es la tnica
curva cerrada con curvatura constante. En el caso afin, también se habla de conica osculatriz
para los puntos x de la curva, que no sean puntos de inflexion, considerandose parabola, elipse o
hipérbola osculatriz, dependiendo de que su curvatura afin 4 en x sea cero, positiva o negativa,
respectivamente.
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2.2.1. Evolucién afin de curvas

Sapiro y Tannenbaum (ver [?]) proponen una teoria de evolucién de curvas planas pero desde
el punto de vista afin. Para ello, consideran que las curvas evolucionan segin la ecuacién:

o = F(u(p. 1)) Cun (12

C(p,0) =(p) (12b)

donde u es el pardmetro longitud de arco afin y C,, es la normal afin y f una funcién de la
curvatura afin.
A partir de la ecuacion de evolucion euclidea bdsica

0C

5 = Css(p,t) = ko(p, t)n (13a)

C(p,0) = v(p) (13b)

donde s es el parametro longitud de arco euclideo y kg la curvatura con signo, Sapiro y Tannen-
baum (ver [?]) plantean una ecuacion afin de evolucién anéloga a la dada por:

aC
rTe Cuu (14a)
C(p,0) =~(p) (14b)

El objetivo es estudiar la ecuacién y obtener unos resultados analogos a los que obtienen
Gage y Hamilton (ver [?]) y Grayson (ver [?]) en relacién con la ecuacién (13). Este tltimo
prueba que una curva plana cerrada se hace convexa cuando evoluciona segin . En este
sentido Sapiro y Tannenbaum (ver [?]) demuestran el siguiente teorema

Teorema 2 Sea C(-,0) una curva suave, conveza, cerrada e ‘embedded’ en el plano R?, entonces
Je > 0 y una solucion (cldsica)

C: S'x[0,¢) — R?
para una evolucion afin del tipo

En la demostracién llegan a establecer la siguiente expresién para la ecuacién de evolucion (14a)
(teniendo en cuenta (|11))):

Cy = ro(s)"*n(s) — ;(%50/)33 ~t(s)
Ko

Estableciendo que la componente tangencial del vector velocidad (Cy) sdlo afecta a la parame-
trizacion de la familia de curvas en la evolucion y no a su forma. De esta manera, la existencia
de la familia de curvas queda determinada por la componente normal del vector velocidad. Esto
es:

no(s)1/3n(s)

Esto es importante porque se establece que la ecuacion de evolucion afin (14)) es geométricamente
equivalente a:

C; = ro(s)>n(s) (15)

siendo ([15]) perfectamente valida para curvas no convexas (ver [?]). Obtienen también, la versién
afin del teorema de Grayson (ver [?]):
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Teorema 3 Sea C(-,0) : S' — R? una curva suave ‘embedded’ en el plano. Entonces existe
C:S'x[0,T) — R? tal que cumple:

C; = ko(s)>n(s)

siendo suave y ‘embedded’ para todo t < T y existe un t, <1 tal que para todo t > t, la curva
C(-,t) es conveza.

3. Evoluciéon y los conjuntos de nivel

Se trata ahora de relacionar los conceptos de evolucién de curvas establecidos en la seccién
anterior, con el concepto de conjunto de nivel (level sets) generado al unir los punto de igual
intensidad luminica (isofotos). El planteamiento que se sigue es el establecido por Osher y
Sethian (ver [?]).

Sea C(0) una curva de Jordan esto es, una curva simple, diferenciable (infinitamente dife-
renciable) y cerrada en R2. Sea pues, C(t) una familia de curvas dependientes de un pardmetro
t € [0,00) que se llamard tiempo, generadas por el movimiento (evolucién) de la curva inicial
(C(0)) segun el vector normal (n) con una velocidad F, siendo F' una funcién de la curvatura
Ko, segin lo establecido por la ecuacién (b)) ya planteada. Sea entonces

C: S'x[0,0)CcCR? — R2

(p,t) —  C(p,t) = (z(p,t),y(p,t)) (16)

una parametrizacion de la familia de curvas C(t)EL estableciendo ademads, que el interior de la
curva queda a la izquierda si se avanza segtn el sentido de crecimiento del pardametro p. De esta
manera la ecuacién del movimento dada por se puede expresar:

Ty = —F(Ko(t))(%flw (17a)

Yt = F(Ho(t))m

(17Db)
Esto es consecuencia de que si el vector tangente viene dado por:

t(p,t) = 1)1/2(331)7 Yp)

(Tp + p

el vector normal, para que la orientacién sea positiva, debe ser (ver ) de la forma:

n(p,t) = )1/2 (_ypaxp)

(Zp + Up
Para tener una idea intuitiva de la ecuacién ((17)), se puede pensar que F' es la identidad, con
lo cual se tendria:

oC

ot
esto quiere decir que si kg > 0 entonces la evolucion de la curva tiende en la direccién y sentido
del vector n (cuyo sentido viene dado por la orientacién de la parametrizacién), pero si kg < 0
entonces el sentido de la evolucién de la curva es opuesto al de n.

= Ko

2Se utiliza el mismo nombre tanto para la parametrizacién como para la familia de curvas C(-,t) = C(t)
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Las ecuaciones deben ser resueltas para ¢t € [0,00) con C(p,0) = C(0) con p € [0, R].
Las ecuaciones , nos expresan, en cierta manera, cémo se relacionan ambos parametros p y
t. Es claro que la curva inicial la curvatura kg seria la dada por la expresién (4)).

Ahora bien, como la parametrizacién C(p,t) dada a esta familia de curvas es una
aplicacién inyectiva y diferenciable de cualquier orden, se trata de aplicar el Teorema de la
funcion inversa. De esta forma, se tiene la aplicacion:

C(p.t) = (z(p,1),y(p, 1)) € R?
El jacobiano de la aplicacion sera:

Tp Tt

Cp,t) =
JC(p,1) —

=Tp-Yt — Tt Yp (18)

Ahora bien, teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento (17]) resulta que:

;1;2 2

Y
JC(p:t) =xp-yr — 3¢ - yp = F(Ho)m‘f‘F(ﬁo)m = F(o) - (zp+yp)"/? (19)
p p p p

Asi pues:
JC(p,t) #0 < F(ko) #0

Esto nos permite considerar una funcién inversa

CH(x,y) = (9(z.y). f(2,9)) (20)
diferenciable de cualquier orden, siendo:
p=glz,y) t=flzy)
Ademéds el Teorema de la funcion inversa nos proporciona la diferencial de la inversa:

dC™Y(z,y) = [dC(C™ (z,y))] "

~1
7 — [gx gy] _ [xp I't] _ 1 [yt —xt] 1)

fx fy Yp Yt F'($p+yp)1/2 —Yp Tp

Es decir:

esto es:

fx:_ Y f = *
F'(xp+yp)1/2 Y F'(xp+yp)1/2

Es interesante darse cuenta que para cada valor ¢, € [0,00) se tiene una curva C(p,t,) que a su
vez, por la ecuacién ([20)), puede verse como la curva de nivel de la funcién jE|

to = f(z,y) < Clp,to) = (z(p,t0),y(p,10))

Esta expresion permite, utilizando el Teorema de la funcion implicita, expresar la variable
y como funcién de x y de esta forma expresar la curvatura kg en funcién de f.

3Es claro que no tiene sentido geométrico plantear una situacién andloga con g(z,y) = po,
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Nota: Veamos cémo expresar la curvatura s, en funcién de la funcién f. Por el TEOREMA DE
LA FUNCION IMPLICITA resulta que la ecuacién

t:f(a:,y)

expresa a y como funcién implicita de z. Esto, es:

t=f(z,y(x))

y de esta forma representa una curva en el plano parametrizada de la forma:

(z,y(x))

El vector velocidad vendra dado de la forma:

(1y'(z))

v el vector aceleracién:
(0,y"(2))

Sin embargo, al tratarse de una curva plana, se puede reparametrizaria y utilizar el pardmetro
longitud de arco. Con lo cual se tendria:

t=f(C(s)) < t= f(x(s),y(s)) para cada t fijo
Derivando respecto del parametro longitud de arco s se tendria:
fu(@(s),y(5)) 2'(s) + fy(2(s),y(5)) ¥'(s) =0 <= fod(s)+ fyy/(s) =0 (22)

Esto quiere decir que los vectores (fz, fy) v t(s) = (2/(s),y'(s)) son ortogonales. Asi pues, como
el vector:

(fy7 _fx)

es ortogonal a (fy, fy) (positivamente orientado: pues el sentido del gradiente siempre corres-
ponde al eje de las ordenadas) resulta que:

a'(s) = kfy (23a)
y(s) = —kfs (23Db)

para cierto k € R. Si se vuelve a derivar , se tiene:
Fau (/(5))% + fay@' ()Y (5) + fo 2" (s) + fyat/ ()2 () + Fyy(y/ ()7 + fyy"(s) =0 (24)

si ahora se sustituye (23) resulta:

Foa k2 02 =202 fuyfuly + 2 12 = 22 (5) /() + 2/ (5)/(8) = 0 (25)
esto es: 1
K (fxm fg -2 f:):yfxfy + fyy fg?) = %(x”(s) y'(s) - 1:/(3) y”(s)) (26)
o bien:

K (foz ff =2 fayfaly + fyy fz2) = 2"(s) y’(s) - xl(s) y"(s) (27)
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Teniendo en cuenta de nuevo resulta:
[6(s)I” =1 =K (f2 + f2) = K* IV f]?

Esto implica que:

1
k=+——
IV £l
con lo cual sustituyendo en (27)) se tiene:
1
37//(3) ?/(5) - 55/(5) y”(s) = iW (fox fy2 =2 fayfafy + fyy f:?) (28)

y por ultimo, se sustituye en obteniéndose:
fa:z fg - 2fa:yf:cfy + fyy fo
IVAI?

Por tanto el signo en esta ecuacién dependera del signo que se tome al considerar el valor de k.
Por tanto puede decirse que existe una indeterminacién. Veamos las dos posibles situaciones:

ko =a'(s)y"(s) — 2" (s) ' (s) = F

(29)

1.Supongamos que:
1

]

Con el desarrollo establecido, esto implicaria que:

_ fa £ =2 fayFalfy + foy 12

ko =2/(5)3/(s) — 2" (5)¥'(5 oA

(30)

Ademas con esta eleccion resultaria que por las ecuaciones el vector tangente t(s)
tendria sentido opuesto al vector (fy, —fz). Esto es, al recorrer la curva en el sentido que
marca el vector tangente, el interior encerrado por la curva siempre queda a la 2zquierda.
Por tanto si se considera una curva cerrada cuyo gradiente apunte ‘hacia fuera’ entonces
implicaria ademas que:

__ VI
IV

ya que la base de vectores {t,n} siempre estd positivamente orientada.

2.Supongamos ahora que:
1

k= ——
IVAI

De nuevo con el desarrollo establecido, se tiene que:

_fmc fi - 2fxyfxfy + fyy fgcQ
IV I

ko = '(s)y"(s) — a"(s) y'(s) = (31)

Ademds por las ecuaciones el vector tangente t(s) tendria el mismo sentido que el
vector (fy, —fz). Esto es, al recorrer la curva en el sentido que mcarca el vector tangente
el interior encerrado por la curva siempre queda a la derecha. Por tanto si se considera
una curva cerrada cuyo gradiente apunte ‘hacia fuera’ entonces implicaria ademaés que:

n= 7Vf
V£

ya que la base de vectores {t,n} siempre estd positivamente orientada.
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A

Seguidamente se presentan unos resultados obtenidos por Osher y Sethian (ver [?]) relacio-
nados con la funcién f.

Proposicion 1 Si C(t) es una curva suave y simple entonces f definida mediante (20) verifica
la ecuacion en derivadas parciales

F2(ro)(f7 + fy) =1 (32)

Esta proposicion es importante porque nos expresa que la relacién entre las variables x e y y
el pardmetro ¢ no es una relacién cualquiera. Por otra parte, esto es algo que ya se sabia por
medio de la ecuacién del movimiento ([17)).

El siguiente resultado viene a decir que las curvas de nivel de t = f(x,y), con f obtenido de

, son curvas caracteristicas de

Proposicion 2 Dada una constante t, y sea C(t,) la curva de nivel de f dada por , esto
es:

to = f(xo(s)a yo(s))

entonces C(t,) es una curva caracteristica de la ecuacion (32))

Estos resultados permiten ver el problema de evolucién de la siguiente manera. Puesto
que el objetivo es determinar C(t), mediante la ecuacién , se transforma el problema y se
trata de determinar f para los distintos valores de t. Pero a su vez este problema se puede
plantear cémo la obtencién de una funcién I(z,y,t) = k tal que t = f(z,y). De esta manera la
ecuacion debe expresarse en funcién de la nueva funcion I. De esta forma, y teniendo en
cuenta:

I(z,y, f(,y)) = k

se deriva respecto de x

1
Im+Itfx:0:>fx:_Tw
t
y analogamente respecto de y:
1y
Iy+It'fy:0:>fy:—T
t

y sustituyendo en :

Por tanto hay dos posibles soluciones:

F-(D+I)'? =1,

F (I + 1) =~

Se tomara la primera de ellas:
I = F - |[VI(z,y)[ =0
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ademds para cada t,, resulta que la funcién I(z,y,t,) = k es una curva plana, con lo cual se
puede obtener una expresién de la curvatura en funcién de I (derivando implicitamente), andloga
a la expresion (29)). Esto es:

I Iy Low = 2Ly Ly + Iy, I
t (12 + I3)7

> VI, )l

Si se supone que F' es la identidad (que seria la situacién mas sencilla) resultaria:

I2 1,y — 21, 1.1, + I, I?
== mpr Vi@l = crv(D)-[VI(z.y)]| (33)
x Y

Es importante senalar que el signo de la curvatura que aparece en es en cierta manera,
artificial, pues la curvatura que se esta considerando tiene signo y lo tinico que hay que ajustar
es el sentido en el que se recorrre la curva. Con lo cual, también podria escribirse la ecuacién de
la forma:

or _ . _ 12 Iy — 210y 11y + Iy I2
ot (12 + 12)3/2

VI, Yl = curv(I) - [VI(z, )]l (34)

3.1. Orientaciones

La expresién (34) es muy importante ya que después se relacionara con otras formulaciones.
Sin embargo es interesante senalar las diferencias entre las formulaciones (33]) y (34). La cuestién
estd en la parametrizacién que se establece en la curva que define la funcion:

I(l’,y,to) =k

Sabemos que esta ecuacién define implicitamente una curva plana, con una posible parametriza-
cién (z,y(x)). Entonces reparametrizando por longitud de arco, el vector velocidad vendria dado
por:
b= (/(5),4/(5))

Si se trata de una curva simple cerrada, se puede imponer el criterio de que la orientacion debe
ser tal, que al recorrer la curva un caminante el interior quede a su izquierda (esta es la que
impone Osher y Sethian [?]). Es obvio que esta imposicién determina la orientacién de t y por
tanto de n. Esto implicaria que los arcos de curva convexos (arcos de circunferencia) tendrian
ko > 0 y los arcos de curva céncavos (arcos de parabola) ko < (fﬁ Si ademaés se supone que VI
siempre apunta hacia afuera, el resultado es:

VI
V1]
Como consecuencia (ver ecuacién ):

I2 Iy — 21y L1y + Iy I2
Ko - [|VI(z,y)l| = =
(12 +12)3/?

VI, )|l = curv(D) - [[VI(z, 9)| - (35)

Una de las razones de escribir esta comunicacién es justificar que el signo de expresiones del
tipo div(c(||VI]|) VI) nos indique que la curva es céncava (arco de parabola) o convexa (arco
de circunferencia). Para ello es necesario relacionar las formulaciones de la curvatura con signo
con la férmula div(c(||VI]|) VI).

4Se impone el criterio de que el observador que decide si el arco es céncavo o convexo, esté en la regién interior
que acota la curva cerrada
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4. Evolucion de curvas y el laplaciano orientado

Esta seccidon se trata de establecer la relacién existente entre la expresién con la expre-
sién:

Al = div(VI) = Ige + Iy laplaciano orientado (36)
siendo 1 vector unitario paralelo y con el mismo sentido al gradiente de I y £ el vector unitario
ortogonal a 1 positivamente orientado.

Inicialmente se supondrd, como ya se ha hecho anteriormente, que I(z,y,t) = k (para cada
valor de t) define una curva cerrada simple, de tal manera que el vector VI apunta hacia el
exterior de la curva (o lo que es lo mismo, la funcién I crece hacia el exterior de la curva).
Asi pues, se definen:

1 ol oI 1
=—— | —, — | = ——= (I, [ 37a
M= ] (ax ay> o U= 1v) (378)
1 ol 01 1
S () I 37b
€= vl (ay ax) oy v 1) (87)

Ambos vectores asi definidos, conservan la orientacién positiva, pues:

ik
=— I, —I, = 2+ 19 k=k
&xn=1ggp |~ 0= e ) (38)
L I, 0

De esta forma se obtiene una nueva base:

B ={¢n}

Si se define I¢ como la derivada direccional de I en la direccién de &, entonces claramente
esta variacion es nula, ya que:

I(x+1t§) — I(x)
t

I¢ = limy_o =< VI[,£>=0
Por tanto, nos planteamos la variacion de VI respecto £ y 1. La situacién es parecida cuando
se tiene una funcién de una variable h(z) para la cual h'(z) = 0, esto nos lleva a estudiar la
derivada segunda h”(z). Es por ello que nos planteamos la variacién de VI. Este concepto se
expresa con la derivada covariante de VI respecto £ y . Asi pues:

Vi(x +t€) — VI(x)

Vg(VI) = h'mt_@ P = Ig (39&)
VI tn) — VI
U (V1) = litmy_g L "t) &)y, (39b)
Es importante distinguir entre las notaciones:
Ie # 1¢
y
In # In
De esta forma: 51 oI
Vi=w=_—i+—j=Li+1,j (40)

or Oy
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y utilizando las propiedades de la derivada covariante:
Ve(w) = Vw4 2V w (41)
siendo & = £ + €2j. Ademés como:
=0
owt,  ow?, o= . .
ViW:8—21+8—ZJ+V11+V13:IM1+IW] (42a)
=0
owt,  ow?, T . .
VjWZ%I—F%J—i—le—i-VjJ:Imyl-i-Iyyj (42b)
matricialmente resulta:
Viw,V;w]| = [V;(VI),V;(VI)] = [Im Iw} =H  Hessiano de I (43)
Ly 1y
sustituyendo seguidamente en y teniendo en cuenta (37b)) resulta:
1 . . . .
Vew = Ve (VI) = Il Iy (Ipzi + Ipyj) — I (Ipyi + Iyyj)]
| (44)
= W [(Iylxz’ - I:cI:L‘ )1 + (Iylxy - ley )J]
Ahora se multiplica escalarmente la expresion por &:
1
Iee=£€-Vew = TSI (I e — 20110y + 121, (45)
cuya expresién matricial serfa:
I&ﬁEﬁ'V&W:[E]t'H'[E] (46)
A continuacién se realiza un proceso andlogo con 7:
Va(w) =n'Viw + n?V;w (47)
siendo 17 = n'i + n?j. Teniendo en cuenta y (37a) y sustituyendo en resulta:
1 . .
Vaw =V, (VI) = W ((Lplpz + Lylypy) i+ (Iplyy + Iylyy) j] (48)
Ahora se multiplica escalarmente la expresion (48)) por n:
1
Iym=n-Vpw= oI (2o + 20110y + I 1, (49)
cuya expresion matricial seria:
Iym=m-Vaw= [U]t'H'["ﬂ (50)
Si ahora sumamos las ecuaciones y (49) resulta:
Iee + Iy =€ Ve (VI) +n-Vy (VI) =
=& - H-[€] + [ -H-[n] =
1 2, 72 2, 72
1 2, 72
= o e ) e ] =

= Al = div(VI)
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Para establecer la relacién con la ecuacién (34)), es necesario hacer algunas operaciones mas.
Supongamos que c(x) es una funcién real suficientemente derivable. Se trata de calcular
div(c(||VI]|)VI), operando resulta:

A (e(IVINVT) = eIV} - AL+ | o o+ O anwu (52)

Derivamos cada una de las expresiones independientemente:

1

0

%HVIH ”VIH Uplyy + Iylyy) (53)
1

5V 11 = gy el + Tl (54)

sustituyendo N en , se tiene:

div(c(|VIVI) = e(IVII) - AT + (VD) g7 oo + 2Loly Loy + 171y, (55)

HWH
pero teniendo en cuenta (49):
div(c([IVI)VI) = c(|VI[) - AL+ (VI V|| Iy (56)
Si ademas se tiene en cuenta también entonces:
div(c(|VIIDVI) = c(IVI|]) - (Leg + Inm) + ¢ (IVIIDI V| Ly (57)

Asi pues, operando se llega a:

Cg¢ Cn
div(e([IVIINVI) = e(IVII]) Tge + [e(IVIT) + < IVIIDIVI] Loy (58)

Esto es:
div(c([[VI)VI) = celee + cnlnn

Si se supone ahora que se tiene como funcién c¢ la dada por:

, _ 1

Sustituyendo en (58) resulta:

VI 1 1 1 1
diV( > + [ VI ] Iy = — 1 59
o) = e e e e VA e = e e (59)
Es decir: —
div VI =1, 60
(e ) 1971 = T (60)

Ahora bien, para relacionar el laplaciano orientado (60]) con la curvatura es necesario orientar
la curva. Si se establece el sentido de recorrido habitual P sobre la curva cerrada simple, entonces

5 Aquella que al recorrer la curva, el interior de la regién que acota, queda a la izquierda
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se considera la expresion (35]). De esta manera, resulta que:

div <”w”> IVII = Tee =€ Ve (VD) = 1o (121, — 21,1y 1,y + I21,] =
12 Ly — 2Ly L1y + Iy 12 (61)
- VI3 IVI|| =

(35))
curv() [VI] = ko | V1]

Para concluir, la ecuacién de evolucién quedaria de la forma:

. VI
out = div (51 ) V11 = Ieg =€ Ve (VD) =eunv(D) V1] = o |91 | (62

Con lo cual, con los criterios de orientacién escogidos (al recorrer la curva cerrada, su interior
siempre queda la izquierda y ademds el gradiente se considera que siempre apunta hacia el
exterior) resulta que si:

» ko > 0 (convexa, arco de circunferencia) entonces la curva tiende a contraerse puesto que
la evolucion es de la forma C; = kgn y la normal es opuesta al sentido del gradiente.

» ko < 0 (coéncava, arco de pardbola) entonces la curva tiende a expandirse puesto que la
evolucion es de la forma C; = kgn y la normal es opuesta al sentido del gradiente.
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